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de considérations géométriques. Sous le nom de topologie, nous
devrons donc comprendre I’étude des rapports modaux concer-
nant les formations spatiales ou celle des lois qui régissent la
connexion, la situation réciproque et la succession des points,
des lignes, des surfaces, des corps et de leurs parties ou de leurs
agrégats dans ’espace, abstraction faite de tout rapport de
mesure et de grandeur. Grace au concept de succession, qui est
étroitement apparenté a celui de mouvement, la topologie entre-
tient avec la mécanique une relation semblable & celle qu’elle
a avec la géométrie ou, la encore, la vitesse progressive ou la
vitesse angulaire du mouvement tournant, de méme que la masse,
la grandeur du mouvement, les forces ou les moments ne sont
bien entendu pas pris en considération essentielle selon leur quan-
tité, mais uniquement selon les rapports modaux entre forma-
tions mobiles ou mues dans I’espace.

Pour atteindre au rang de science exacte auquel elle semble
aspirer, la Topologie devra réduire les faits de I’intuition spa-
tiale & des concepts les plus simples possibles, avec lesquels elle
accomplira les opérations, quasiment comme en calcul, a ’aide
de signes et de symboles appropriés et choisis par analogie avec
ceux de la mathématique, selon des régles simples.

De la position

Nous commencerons par une considération préliminaire sim-
ple, prise par analogie avec la théorie combinatoire et s’appuyant
sur le schéma des trois dimensions de I’espace. Chaque objet”
spatial peut en effet &tre affecté de trois droites se croisant a
angle droit a I’intérieur de celui-ci et a partir desquelles nous
pouvons différencier les uns des autres, ses dimensions et ses
cOtés. Dans les cas concrets, on utilise habituellement plusieurs
appellations pour ces dimensions et ces cdtés, appellations dont
I’'intérét est plus évident pour la topologie que pour la géomé-
trie. Pour I’espace illimité, a un endroit quelconque de la sur-
face de la terre, c’est la ligne de sonde qui s’y prétera le plus
naturellement, avec les deux directions opposées : haut et bas,
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la ligne méridienne (horizontale) comprenant le Sud et le Nord!,
et la ligne horizontale perpendiculaire aux deux autres avec
I’Ouest et I’Est ; pour une maison, ce seront sa hauteur avec
le haut et le bas, le devant et le derriére, la droite et 1a gauche,
etc. Si nous désignons le point de croisement par O, et trois
points arbitrairement choisis sur les trois axes de dimension par
les nombres ordinaux 1, 2, 3 — considérés comme positifs en
I’absence de tout signe — et trois autres points choisis sur les
axes du cOté opposé au point zéro par les nombres (négatifs)
1,2, 3, de telle facon que les nombres de méme valeur mais pos-
seédant des signes opposés appartiennent respectivement au méme
axe, alors 01 et 01 désigneront les c6tés opposés de la premiére
dimension, de méme que 02 et 02 désigneront ceux de la
deuxiéme et enfin 03 et 03 ceux de la troisiéme.

Prenons par exemple un dé de jeu ordinaire (dont les faces
portent, comme il est de régle, les numéros 1 a 6 répartis de telle
facon que la somme de deux faces opposées soit toujours 7),
imaginons 0 comme étant situé au milieu du dé, et qu’au lieu
des nombres un, deux, trois, quatre, cinqg et six, soient respecti-
vement inscrits sur les faces de ce dé les chiffres 1, 2, 3, 3, 2,
1. Deux corps A et B ainsi munis de leurs signes de dimension
peuvent maintenant étre disposés cote a c6te ou bien I’un dans
I’autre de telle fagon que chacun des trois axes de I’un soit orienté
de la méme fagon que chacun des trois axes de ’autre. De telles
dispositions peuvent étre appelées (au sens étroit du terme) posi-
tions, et, dans le cas ou les axes ne coincident pas, nous ne pren-
drons pas plus en considération la situation de la ligne de droite
qui relie les points zéro par rapport aux axes que la grandeur
de cette ligne. La position de B par rapport & A sera simple-
ment désignée par pos(A)B ; de méme, celle de A par rapport
a B le sera par pos(B)A. La détermination topologique d’une
position B par rapport a A se fait au moyen d’une forme
comportant les trois chiffres 1, 2, 3, dans n’importe quel ordre
et avec des signes quelconques, forme dans laquelle les trois

1. La détermination des quatre régions du ciel ne serait possible que sous
les deux poles géographiques et les deux lignes horizontales devraient alors étre
fixées 4 partir d’objets terrestres choisis arbitrairement.
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chiffres indiquent, selon 1’ordre choisi, ceux des trois cotés de
B qui sont orientés de la méme facon que les cotés 1, 2, 3 de
A ou qui « conspirent »* avec ces derniers. Si donc par exem-
ple la position
pos(A)B = 231

nous était donnée, B serait alors par rapport 8 A dans une posi-
tion telle que les cOtés 2, 3, 1 de B coincideraient respectivement
avec les cotés 1, 2, 3 de A. Pour chaque position, les trois chif-
fres de la forme 1, 2, 3 peuvent ainsi étre considérés comme des
indices ou numéros des places.

Il est évident que toutes les positions possibles d’un corps
B par rapport a un autre corps A doivent apparaitre dans les
quarante-huit formes qu’il est possible de constituer par chan-
gement des positions et des signes de facon permutatoire et qui
sont réunies dans le tableau suivant :
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Lorsqu’on réalise effectivement I’ensemble des positions dans
lesquelles il est possible de placer deux corps I’un par rapport
a Pautre apres en avoir fixé les axes de position, on s’aperc¢oit
qu’on ne peut réaliser que les vingt-quatre formes du haut ou
que les vingt-quatre formes du bas. Si en effet nous disons que
c représente un des deux chiffres 3 et 3, et si nous amenons deux
corps dans la position 1 2 ¢, alors le choix entre ces deux valeurs
pour définir ¢ ne demeure possible que tant que nous nous per-
mettons d’échanger 3 avec 3 dans I’un des deux corps ou de ren-
verser son troisiéme axe sur lui-méme. La valeur qui occuperait

* Conspirieren dans I’original.
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alors, dans la forme de position 1 2 ¢, la troisiéme position c,
dépend, en fonction de cela, de la situation réciproque des qua-
tre points 0, 1, 2, 3 dans chacun des deux corps. Si nous imagi-
nons maintenant, a la place du point zéro, un individu dont le
sommet du crine est orienté vers le point 1 et le visage vers le
point 2, alors le point 3 se situera soit du ¢6té droit, soit du coté
gauche. La situation réciproque des trois axes de position est
appelée, dans le cas ou 3 se situe a droite, une position d’axe
droit et dans le cas ou 3 se situe a gauche, une position d’axe
gauche ; deux positions d’axe droit ou deux positions d’axe gau-
che sont appelées deux a deux homologues ; une droite et une
gauche, hétérologues. La position d’axe droit est homologue avec
celle que nous obtenons quand nous plagon 0 en un point a la
surface de la terre, 1 au zénith, 2 vers le Sud et 3 vers I’Ouest ;
la position de gauche, avec celle ou 0 se situe au soleil, 1 au pdle
Nord de I’écliptique, 2 au point zéro du Bélier et 3 au point zéro
du Cancer. Si nous prenions maintenant des piéces de monnaie
identiques, portant une inscription sur la tranche et que nous
placions 1 sur la face imagée, 2 et 3 sur la tranche de sorte que
Pinscription coure dans le sens 2, 3, 2, 3, nous obtiendrons alors,
et ce méme pour des piéce d’un millésime identique, tantdt des
positions d’axe droit, tantdt des positions d’axe gauche! ; de
méme pour les dés de jeu, si on les chiffre de la fagon qui a été
mentionnée plus haut.

Nous sommes donc autorisés a dire a présent que deux corps
admettent toujours vingt-quatre positions et vingt-quatre seu-
lement ; ce sont en effet celles qui sont contenues dans la pre-
miére section du tableau précédent lorsque leurs positions d’axe
sont homologues, et dans la deuxiéme section lorsqu’ils ont des
positions d’axe hétérologues. Nous appellerons les vingt-quatre
premieres positions positives, les vingt-quatre autres négatives.
On considérera comme positions primaires, pour celles-1a : 1 2
3 ; pour celles-ci : 12 3. Ces différentes formes sont ordonnées

1. Cela ne peut bien entendu étre le cas que la ou, comme c’est 'usage,
les piéces de monnaie ont la possibilité de perdre, entre le crénelage et la frappe,
leur situation concordante, mais non point la ou les deux manceuvres ont lieu
simultanément, comme avec la machine A frapper la monnaie de Droz.
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dans le tableau précédent, de telle fagon qu’a chaque position
positive de la section haute corresponde une position négative
dans la section du bas, laquelle est produite par changement de
I’ensemble des trois signes. Ces deux sections se décomposent
’une et ’autre en six colonnes, dont chacune contient huit posi-
tions : quatre positives et quatre négatives, qui ne se distinguent
que par les signes de leurs membres. L’ordre des trois membres
dans les positions des trois premiéres colonnes ot la suite répond
du schéma 1, 2, 3, 1, 2, peut étre appelé /’ordre montant ; celui
des trois derniéres colonnes, selon le schéma 3, 2, 1, 3, 2 : or-
dre descendant. Dans les douze premiéres positions positives et
dans les douze derniéres négatives, on trouve un nombre pair
(0 ou 2) de membres négatifs ; dans les autres, un nombre impair
(1 ou 3).

Apres ces remarques, il est aisé de s’apercevoir que chaque
position donnée change son propre signe par changement du
signe d’un seul de ses membres ou des trois (4 savoir qu’elle
devient négative lorsqu’elle était positive et vice versa), mais
qu’elle conserve son signe par le changement de signe de deux
de ses membres ; en outre, la permutation des signes est sans
influence sur le signe de la position, mais par contre, la permu-
tation des membres ne reste sans influence sur le signe de la posi-
tion que tant que I’ordre des membres n’est pas renversé en son
opposé. Puisque chaque forme de position donnée se laisse déri-
ver par changement de signe et déplacement de membre 2 partir
de la position primaire positive, il est alors facile de reconnaitre
si cette forme est positive ou négative, et ce, bien entendu, sans
I’aide du tableau ni par essai intuitif. Ainsi la position 1 3 2 doit
nécessairement étre positive en raison de I’ordre qui est descen-
dant et du nombre impair de membres négatifs ; de méme 2 3
1 doit-il nécessairement &tre positif en raison de I’ordre mon-
tant et des deux signes moins ; a ’inverse, 2 1 3, en raison de
’ordre descendant et en 1’absence de signe moins, ainsi que 3
12 qui a un ordre montant et un triple signe moins, sont des
positions négatives. Le troisieme membre d’une forme de posi-
tion @ b ¢ dans laquelle deux membres nous sont donnés avec
le signe de la position, se laissera découvrir avec la méme faci-
lité. Si par exemple deux corps ayant tous deux une position
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d’axe gauche, sont en position 3b2,onauraalorsh = 1 puis-
que I’ordre doit étre montant et la position, positive.

Intervertir* une position donnée de B en A revient a dire
qu’on fait dériver d’elle la position de A en B. Cela s’obtient
en échangeant les membres de la position donnée ainsi que leurs
indices (correspondant a la position primaire positive), en trans-
férant les signes moins existants, a partir des nouveaux indices,
aux membres nouveaux et enfin en ordonnant ceux-ci selon les
indices.

Si I’on doit intervertir par exemple

pos (A)B = 231
on devra mettre, au lieu du membre 1 qui se trouve a la troi-
siéme place, 3 a la premiére place ; au lieu du membre 2 qui se
trouve a la premiére place, 1 a la deuxiéme place ; et au lieu du
membre 3 qui se trouve a la deuxiéme place, 2 a la troisiéme ;
on obtient ainsi

pos(B)A = 312

De la méme fagon, on obtiendrait naturellement a nouveau
la position de départ par simple inversion a partir de cette posi-
tion inversée.

I1 résulte du concept d’inversion que la position inversée doit
avoir le méme signe que la position originelle et le méme nom-
bre de signes moins dans sa forme, donc également le méme
ordre dans la suite de ses membres.

Quelques positions ne modifient pas leur forme par inver-
sion, comme tel est par exemple le cas pour la position primaire
positive 1 2 3, puisque tout corps est avec lui-méme dans cette
position ; ces positions expriment ainsi le méme rapport de posi-
tions mutuelles entre deux corps. Du concept d’inversion décou-
lent aussi les conditions par lesquelles une position reste inchan-
gée par inversion, c’est-a-dire est réciproque. Dans la premiére
colonne du tableau des quarante-huit positions, tous les mem-
bres sont homonymes avec leurs indices, comme dans la posi-
tion primaire ; ici, en cas d’inversion, tout membre doit alors
rester 4 sa place avec son signe. Dans les deux sections, les qua-
tre positions de la premiére colonne sont aussi toutes récipro-

* Invertieren.
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ques. Dans les quatriéme, cinqui¢me et sixiéme colonnes, pour
chaque forme, un seul membre apparait homonyme avec son
indice et garde donc la place précédente, accompagné de son
signe : mais les deux autres membres qui ont échangé leurs indi-
ces ne réapparaitront, en cas d’inversion, a la méme place et sans
changement de signe, que s’ils ont les mémes signes. Dans les
deux sections on ne trouve alors, parmi les quatre positions des
trois derniéres colonnes, que deux qui soient réciproques. Dans
les deuxiéme et troisiéme colonnes enfin, ot aucun membre n’est
homonyme avec son indice, on ne peut rencontrer aucune posi-
tion réciproque. Il existe donc au total vingt positions récipro-
ques, c’est-a-dire

dix positions réciproques positives :
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dix positions réciproques négatives :
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Les quatorze positions non réciproques restantes de chaque
section, groupées selon leur liaison les unes avec les autres par
inversion, sont

sept paires de positions positives :

2.3.1 3.2
2:3.1 312
2.3 312
2.31 312
3121 321
2.3 213
182 132
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sept paires de positions négatives :
23T 313
2131 312
231 3:1:2
9:3:1 L)
321 321
213 313
1372 132

On nommera positions successives ou consécutives, celles qui
expriment pour une série de corps A, B, C, ... la position du
deuxiéme par rapport au premier, du troisiéme par rapport au
deuxiéme, du quatriéme par rapport au troisiéme, etc. Sont alors
dites consécutives, les positions pos(A)B, pos(B)C, pos(C)D ;
et lorsque pos(B)C = 12 3, c’est-a-dire si B et C s’égalent posi-
tionnellement, sont alors également dites consécutives les posi-
tions pos(A)B et pos(C)D. Il est évident que chaque inversion
engendre des positions consécutives si deux positions non con-
secutives ont en commun un élément ou (ce qui revient au méme).
Siun élément de I’une se trouve avec un élément de I’autre dans
la position primaire primitive, il est alors possible de le rendre
consécutif par réordonnancement ou par inversion. Ainsi s’en-
suivent, a partir par exemple des positions pos(B)C, pos(A)B,
par simple inversion de leur ordre ou par inversion des deux,
les positions consécutives pos(A)B, pos(B)C ou pos(C)B,
pos(B)A ; les positions pos(D)E, pos(F)E deviennent consécu-
tives par inversion de la seconde ; pos(G)H, pos(G)K devien-
nent consécutives, quant a elles, par inversion de la premiére.

LLa sommation des positions consécutives consiste en la déri-
vation d’une position du dernier élément vers le premier dans
la série des éléments auxquels se référent les positions données.
La somme de pos(A)B, pos(B)C, pos(C)D, pos(D)E sera alors
pos(A)E, ce qui peut s’exprimer symboliquement de la fagon
suivante :

pos(A)B + (B)C + (C)D + (D)E = pos(A)E.

Dans la mesure ou seules des positions consécutives sont

capables de sommation, I’expression
pos(A)B + (C)D + (E)F = pos(A)F
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n’a de signification que dans le cas ou pos(B)C = pos(D)E =
1 2 3 et ou, dans la série A, B, C, D, E, F, les deuxiémes et
troisiémes éléments d’une part, et les quatriéme et cinquiéme
éléments d’autre part sont positionnellement identiques. Si la
position primaire positive apparait alors dans un nombre quel-
conque de positions consécutives, elle peut a chaque fois étre
retranchée de la série sans effet sur la somme. Lorsqu’on doit
faire la somme des positions données par leurs formes, cela
implique alors nécessairement que I’on suppose ces positions
consécutives.

On effectuera I’évaluation de la somme des positions consé-
cutives qui nous sont données par leurs formes, selon un triple
parcours des membres de chaque forme, au cours duquel on met-
tra pour plus de commodité les formes les unes au-dessous des
autres. On négligera provisoirement tous les signes moins ; en
procédant ainsi, le premier membre de la somme coincide avec
le membre de la derniére position auquel on aboutit si I’on a
parcouru successivement, en partant du premier membre de la
premiére position, les positions consécutives, a condition qu’a
chaque étape, on passe dans la forme suivante par 1I’élément dont
’indice est homonyme avec I’élément rencontré a la forme pré-
cédente. On trouvera de la méme facon le deuxiéme élément de
la somme en partant du deuxiéme élément de la premiére
position.

Si ’on a par exemple : pos(A)B = 32 1

pos(B)C = 132
pos(C)D = 213
pos(DJE = 31 2
la somme sera pos(A)E = 321

Les opérations se décomposent de la fagon suivante : pour
le premier membre : 3,2,1,3 (ce qui donne 3) ; pour le deuxiéme
membre : 2, 3, 3, 2 (ce qui donne 2) ; et pour le troisiéme : 1,
1, 2, 1 (ce qui donne 1). Du concept d’assemblage des positions
consécutives, s’ensuit naturellement que le signe de la somme
résulte du signe de chacun des membres de cette somme ; ainsi,
dans ’exemple cité, la troisiéme forme étant positive et les trois
autres négatives, il en résulte une somme négative.
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Prenons un second exemple :
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la sommeest : 5
(B P =123 —

Les signes plus et moins apposés a chaque forme nous don-
nent le signe de la position. Dans ce cas-ci, la somme doit étre
une position négative. L’addition des deux sommes partielles
comportant chacune cinq positions, donnerait le méme résultat.

Une position donnée, réunie en une somme avec son inverse
doit évidemment produire la position primaire positive, c’est-a-
dire celle dans laquelle chaque corps se trouve placé par rap-
port a lui-méme. Si la position est réciproque, elle sera alors dou-
blée. De la méme fagon, des positions peuvent &tre triplées ou
multipliées. Le multiple n d’une position positive est toujours
une position positive ; le multiple n d’une position négative est
négatif si n est impair et positif si n est pair. Lorsqu’on est en
pfésence d’une série d’éléments A, B, C, D... qui sont consécu-
tivement dans la méme position, ils ne sont positionnellement
identiques que dans le cas unique ou leur position commune est
la position primaire primitive 1 2 3. Mais si la position com-
mune est une des dix-neuf autres positions réciproques, alors
tous les éléments impairs A, C, E... sont dans la position pri-
maire positive les uns par rapport aux autres ; de méme pour
les éléments pairs B, D, F... Les vingt-huit autres positions sont
toujours distinctes et différentes entre elles pour ceux de leurs
multiples qui sont égaux a la position primaire positive. A
savoir :
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— premiérement, les huit positions positives :

2:31 31 2
23 1 312
a1 312
231 3.1.2

qui donnent, triplées, 1 2 3. Si une de ces huit positions est con-
sécutivement commune a la série des éléments A, B, C, D... en
son entier, dans ce cas les quatriéme, septiéme, dixiéme, etc. élé-
ments seront positionnellement orientés avec le premier élément ;
de la méme facon, les cinquiéme, huitiéme, onziéme, etc. élé-
ments seront orientés avec le deuxiéme ; et les sixiéme, neuviéme,
douziéme, etc., avec le troisiéme.
— deuxiémement, les huit positions négatives :

231 313
231 312
231 319
249 3.1°2

qui donnent, triplées, 1 2 3 et multipliées par six, 1 2 3. Si tous
les membres de la série A, B, C, etc., qui doivent dans ce cas
avoir alternativement des positions d’axe gauche et droit, se trou-
vent consécutivement dans une de ces huit positions, alors les
quatriéme, dixiéme, seizieme, etc. membres se trouvent dans la
position primaire négative avec le premier ; les cinqui¢me,
onziéme, dix-septiéme, etc. se trouvent dans cette méme posi-
tion avec le deuxiéme, et les sixiéme, douziéme, dix-huitiéme,
etc., avec le troisiéme ; cependant les septiéme, treizieme, dix-
neuviéme, etc. sont dans la position positive de base 1 2 3 avec
le premier ; les huitiéme, quatorziéme, vingtiéme, etc., avec le
deuxieme ; les neuviéme, quinziéme, vingt et uniéme, etc., avec
le troisiéme.
— troisiemement, les six positions positives

304 321
2:.173 213
1-3:2 132
ainsi que les six positions négatives
321 321
2:1-3 2:1:3
132 132
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conduisent par doublement aux positions positives réciproques ;
c’est-a-dire que les premiére, deuxiéme et troisiéme paires de cha-
cun des deux groupes aboutissent ainsi respectivement a

bt et |t
NN N
W w W

et par quadruplement a la position primaire positive. Ici*, le qua-
triéme membre suivant serait donc positionnellement orienté avec
le membre de départ.

Le rapport situationnel entre des objets et leurs images catop-
trique et dioptrique pourrait nous servir d’exemple d’applica-
tion de ces considérations sur les positions.

Dans le cas le plus simple, ou, d’un objet corporel placé
devant un miroir plan, surgit une image virtuelle elle aussi cor-
porelle, derriére le miroir, image qui est comme on sait géomé-
triquement identique dans toutes ses dimensions avec I’objet et
qui ne lui est distincte que du seul point de vue topologique,
dans un tel cas, nous plagons dans I’objet un des trois axes posi-
tionnels selon la direction qui est perpendiculaire par rapport
au miroir ; en conséquence de quoi les deux autres axes se trou-
vent dans le plan du miroir. De la sorte, si dans pos(A)B, A signi-
fie I’objet et B son image dans le miroir, seul ’axe qui est per-
pendiculaire au plan du miroir voit sa position changée ou rem-
placée par un signe moins, tandis que les deux autres « conspi-
rent » comme dans la position primaire positive pour ce qui con-
cerne tant I’image que I’objet. La position pos(A)B prend ainsi
une des trois formes :

et et et |
[\ ST
W W w

selon que ¢’est le premier, le deuxiéme ou le troisiéme axe qui
est perpendiculaire par rapport au miroir. Cette position est en
tous cas négative et repose sur des positions d’axe hétérologues
dans ’objet et dans I’image en miroir correspondante.

* Pour une série A, B, C, D, etc. (N.d.T.)
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Notre image, telle que nous la percevons dans un miroir plan,
a une position d’axe gauche si nous nous pensons nous-mémes
pourvus d’une position d’axe droit — 1 en haut, 2 en avant,
3 & droite. Un miroir placé au-dessus ou en-dessous de nous
donne & cette image la position 1 2 3 par rapport & notre corps
propre ; si ce miroir est placé devant ou derriére nous, la posi-
tion sera 1 2 3 ; si enfin il est placé a notre droite ou a notre
gauche, 12 § Le miroir plan, lors de la composition des images
a partir des éléments de I’objet qu’il copie, inverse toujours la
dimension posée perpendiculairement au plan du miroir. Il se
produit ainsi un corps-image qui, en raison des positions d’axe
hétérologues, ne peut étre orienté positionnellement ni &tre mis
en congruence avec le corps original, et ce malgré leur concor-
dance géométrique. En dehors des rapports géométriques, c’est-
a-dire considéré d’un point de vue purement topologique, cela
vaut aussi bien pour les images virtuelles engendrées par des
miroirs convexes — images d’objets qui se trouvent a une dis-
tance quelconque devant ces miroirs —, que pour les images vir-
tuelles engendrées par des miroirs concaves — images d’objets
qui se trouvent a une distance plus petite que la distance focale,
devant le miroir. Cependant, pour les images réelles ou fantd-
mes qui sont produites par des miroirs concaves a partir d’ob-
jets placés a une distance plus grande que la distance focale,
s’ajoute a I’inversion de la dimension paralléle a I’axe du miroir,
Pinversion des deux autres dimensions perpendiculaires a cet axe,
d’ou il résulte pour I’image par rapport a I’objet, la position
primaire négative 1 2 3.

Dans les miroirs concaves-convexes (difflexes), nous perce-
vons, a partir d’objets éloignés de plus de la moitié du rayon
de courbure de la concavité, des images pour lesquelles, en
dehors de la dimension dirigée vers le miroir, une seule des deux
autres apparait inversée, a savoir celle dans laquelle la surface
du miroir est concave. Ces simulacres d’'images! sont ainsi dans
une des positions positives 1 2 3, 1 2 3, 1 2 3 par rapport

1. D’un point de vue optique, elles sont pour ainsi dire simultanément
réelles et virtuelles.
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aux objets qui les engendrent, selon que c’est le premier, le
second ou le troisieme axe de ’objet qui se trouve dans la direc-
tion de la convexité du plan du miroir. Pour les objets placés
a une distance inférieure a la moitié du rayon de courbure de
la concavité, on retrouve du point de vue topologique ce qu’on
a constaté dans le cas des miroirs plans et convexes : les images
se trouvent dans une des positions négatives 123,123,123,

Pour des images dioptriques engendrées par des lentilles sphé-
riques, on obtient de semblables constatations. Les images vir-
tuelles d’objets observés a travers des lentilles divergentes sont
toujours positionnellement orientées avec leurs objets ou se trou-
vent dans la position primaire positive 1 2 3 par rapport a eux.
La méme chose vaut aussi pour les images virtuelles engendrées
par des lentilles convergentes, a partir d’objets qui se trouvent
placés a une distance inférieure a la distance focale, comme c’est
le cas pour la loupe ou le microscope simple. Cependant, les ima-
ges réelles d’objets placés au-dela de la distance focale, se trou-
vent dans une des trois positions positives 1 23,123,123 par
rapport a leurs objets, selon que c’est le premier, le second ou
le troisiéme axe positionnel de I’objet qui est dans la direction
de ’axe optique de la lentille. Les verres collectifs, dans un tel
cas, renversent alors simultanément les deux dimensions perpen-
diculaires par rapport & I’axe optique, mais pas la troisiéme
dimension qui se trouve dans I’axe optique.

Ces considérations, si élémentaires soient-elles, peuvent ser-
vir & constater avec une plus grande précision et en vue de leur
usage scientifique, le sens de certaines expressions topologiques
qui manquent de précision dans le langage de la vie courante.
Dans les cas que nous avons considérés jusqu’a présent, nous
avons rencontré des exemples d’une, de deux ou de trois inver-
sions des dimensions d’un corps. L’inversion de deux dimen-
sions donnait une position positive, donc une position d’axe
homologue ; au contraire, 1’inversion d’une ou de trois dimen-
sions donnait des positions négatives et des positions d’axe hété-
rologues. Or, puisque I’inversion de deux dimensions peut étre
engendrée par simple changement de situation d’un méme corps,
et ce en faisant faire un demi-tour au corps autour du troisiéme
axe (non inversé) pris comme axe de rotation, et puisque par
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ailleurs I’inversion d’une ou de trois dimensions intervient, en
raison de 'intrication de 1’hétérologie avec I’inversion, pour ainsi
dire dans la construction interne du corps, et puisqu’enfin par
ailleurs une simple inversion de dimension se laisse transformer
grace a un demi-tour du corps en une triple inversion, il semble
donc utile d’appeler inversion* proprement dite le cas ou deux
dimensions s’inversent simultanément par un demi-tour, et de
réserver plutot le terme de perversion** au cas de ’inversion
d’une seule dimension ; et donc de considérer le corps, dans le
cas ou les trois dimensions sont toutes inversées, comme étant
simultanément perverti-inversé. On peut noter a cette occasion
que toutes les positions impliquées par ce concept (celui de situa-
tion naturelle ou primaire y étant inclus) sont contenues dans
la premiére colonne du tableau synoptique supra et qu’elles
appartiennent toutes aux positions réciproques.

On obtient alors d’une maniére synoptique :

123 comme position naturelle

123

123 comme positions inversées

123

1. 243

123 comme positions perverties

123

123 comme position pervertie-inversée.

On pourrait alors dire des miroirs plans ou convexes qu’ils
donnent des images perverties, et des images des miroirs conca-
ves qu’elles sont dans certains cas perverties, dans d’autres cas
perverties et inversées en méme temps. Les images des miroirs
difflexes sont dans certains cas inversées, dans d’autres au con-
traire perverties. Les lentilles divergentes montrent les objets uni-
quement dans leur position naturelle (rapetissés), les lentilles con-
vergentes les montrent également dans certains cas dans la posi-
tion naturelle (mais agrandis) et dans d'autres au contraire

* Umkehrung.
** Verkehrung.
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pervertis (ils peuvent étre alors soit rapetissés — téléscope —,
soit agrandis — microscope). Le téléscope galiléen et le télés-
cope terrestre, ce dernier étant uniquement composé de verres
collectifs, montrent tous deux les objets dans leur position natu-
relle, alors que le téléscope kepleréen les montre inversés.
Parmi les quatre sortes de téléscopes catoptriques, si I’on
suppose qu’ils ont tous de simples oculaires agissant comme
loupes ou ce qu’on nomme oculaires astronomiques, le téles-
cope de Gregory donne des images en position naturelle, ceux
de Cassegrain et de Newton, des images inversées, et celui de
Herschel des images perverties-inversées. En ce qui concerne les
microscopes, on peut généralement considérer la position de
I’image comme naturelle pour le microscope simple (déja ment-
tionné ci-dessus) et comme inversée pour le microscope com-
posé — dioptrique aussi bien que catadioptrique. Cependant,
selon les particularités de construction et I’adjonction éventuelle
de parties accessoires, il peut apparaitre des modifications dont
il n’est pas question ici de traiter de fagon exhaustive. Il suffira
de nous arréter sur quelques uns des cas les plus importants ;
et pour commencer, celui des microscopes pancratiques ou de
dissection (notamment le microscope de Plossl et Oberhéduser)
dont la disposition correspond pour I’essentiel a celle du micros-
cope dioptrique auquel on aurait appliqué des oculaires a effet
inversif : on obtient des images en position naturelle. Les inver-
seurs peuvent étre soit composés de facon analogue a celle de
I’oculaire du téléscope terrestre, soit construits grace a deux pris-
mes de verre dont les sections principales sont perpendiculaires
et qui pervertissent chacun une dimension de I’image, produi-
sant alors ensemble une inversion. Si I’on projette les images
sur un écran, comme c’est le cas avec le microscope solaire, le
microscope a gaz et le mégascope, ce sont des images reelles qui
remplacent les images virtuelles et qui, pour autant que les ins-
truments que nous venons de citer sont analogues au micros-
cope simple, se trouvent alors dans une position inversée par
rapport aux objets eux-mémes, a condition de les observer, apres
comme avant, du coté de I’oculaire, en utilisant pour ce faire
des écrans transparents ; ces objets seront au contraire en posi-
tion inversée-pervertie lorsqu’on les regardera sur des écrans
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opaques, du coté de ’objectif. En ce qui concerne les projec-
teurs (composés le plus souvent de parties réfléchissantes) par
I’intermédiaire desquels on peut projeter des images virtuelles
sur une surface de papier regardée directement, afin de calquer
les objets microscopiques, dans un tel cas la détermination de
la position des images dépendra pour ’essentiel du nombre de
réflexions dont on se sera servi. Chaque prisme rectangulaire,
aussi bien que la plaque de verre d’ Amici ou le miroir de S6m-
mering, effectue une perversion de I’'image. La camera lucida
de Wollaston engendre par double perversion dans la méme
dimension la position antérieure (inchangée) ; deux réflexions
avec plans de réflexion croisés intervertissent I’image selon deux
dimensions, c’est-a-dire I’inversent!.

Nous allons encore nous servir, comme exemple de positions
consécutives, des positions des images en miroir engendrées par
trois miroirs plans en position perpendiculaire les uns par rap-
port aux autres. Si I, II, III désignent les trois miroirs et A I’ob-
jet situé par rapport a eux de telle fagon que celui-ci se trouve
devant chacun des miroirs et soit pourvu des trois axes position-
nels, de telle sorte que 1 « conspire » avec la perpendiculaire
tirée du coté réfléchissant de I, et de méme 2 et 3 avec les per-
pendiculaires tirées respectivement du coté réfléchissant de

1. On doit étre attentif & ce fait lorsqu’on utilise un microscope pour exa-
miner les parties d’un objet qui ont des déterminations topologiques, comme
la torsion droite ou gauche dans les parois des vaisseaux spiralés d’une plante,
le mouvement des cils des rotateurs, etc. Voici encore quelques exemples tirés
des nombreux autres cas ol ces concepts ont leur place. Un homme, sur la rive
opposée d’une eau dormante, apparait dans le miroir de I’eau en position per-
vertie, alors qu’a travers un télescope astronomique, il serait inversé ; quoique
les deux images montrent la téte dirigée vers le bas et les pieds vers le haut, dans
le cas du dioptrique, on verrait le coeur, si on pouvait I’examiner, a gauche comme
dans 1’original, et au contraire du cdté droit dans le cas du catoptrique. On peut
distinguer dans 1’écriture une lettre inversée d’une lettre pervertie. Le V latin
inversé donne un A grec ; le R latin donne quant a lui un A cyrillique par
perversion ; un L latin perverti et inversé donne un I' grec. Les typographes
lisent I’écriture pervertie sans difficulté ; en Angleterre, quelques lecteurs de jour-
naux lisent aisément 1’écriture inversée ; on trouve d’ailleurs ce type d’écriture
par endroits dans certains ouvrages ; quant a 1'écriture pervertie, on la trouve
dans de nombreux manuscrits de Léonard de Vinci. Les chiffres inscrits sur
I’échelle du magnétomeétre de Gauss, doivent, afin de paraitre & I’observateur
en position naturelle, &tre a la fois pervertis et inversés, en raison de la perver-
sion due au miroir et de I’inversion due au télescope.
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perpendiculaires tirées respectivement du coté réfléchissant de
II et de 111, alors les positions dans lesquelles se trouvent les sept
images en miroir et I’objet les uns par rapport aux autres, sont
aisées a établir. Trois images B, C, D engendrées par réflexion
simple en arriére de I, II, III, se trouvent, comme le montre la

figure 1, dans les positions 1 23, 123 et 1 23 par rapport 2 A.
: Fig.1

.
€
A"
=
-
B
5

En outre, trois images E, F, G, engendrées par réflexion dou-
ble en arriére de II et I1I, de III et I et de I et II, sont dans les
positions 1 23, 1 2 3, 12 3 ; enfin, I’image H engendrée par
réflexion triple, dans la position 1 2 3. Il est alors possible, en
partant de A, de progresser de six facons différentes par per-
versions consécutives simples exclusivement, jusqu’a H, ou la
somme des sept positions négatives respectives doit nous don-
ner la position primaire négative. C’est-a-dire :



44 — INTRODUCTION A LA TOPOLOGIE

(A) (A) (A) (A) (A) (A)
cli23 pii23 Bli23 ¢lizs pl123 D| 123
El123 F|123 G|123 G|123 E|123 F| 123
Dlt2:3 ‘Blies cliza BlI23% ¢ll2¥% D| 123
PIT33 GliZ2s ElL28 FlH 23 G123 E| 123
Blii23 -¢IT23 D133 DI ZE3x BH23 € 12273
Gliz3 El123 Fli23 E|123 Fl123 G| 123
H|l1 23 H|123 H|123 H|123 H|123 H| 123
WHIT 2311 23WHIT 2 3BT 23AM 1 23AH] 123

On pourrait de méme procéder de facon consécutive par
vingt-quatre voies différentes de A a H, gréce a trois inversions
suivies d’une perversion, puis 4 nouveau de trois inversions ;
une de ces voies serait par exemple :

(A)

E 123
F 123
G 123
B 123
c 123
D 123
H 123
A(H) 123

La somme négative résulte chaque fois de six positions posi-
tives et d’une négative, etc.

SiI’on tourne I’objet A d’un huitiéme de tour autour du pre-
mier axe positionnel, alors toutes les images prennent de nou-
velles positions (fig.2) et on obtient, a la place des six colonnes
de positions consécutives du précédent tableau, les colonnes
suivantes :
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Fig.2
E
C 3 ST
R 72 A
2 3 ~ \
3
2
H
F
G I 4 v‘
— i
\B E
elis
€l ¢
(A) (A) (A) (A) (A)
cl1 32 1132 Bli23 Cll-32 D132 R 123
ELE3 PNy 5132 GIE 23 El1 32 Bl 13 2
DIT 32 7 Bl1c3 3 Clrzd " Birsy o1 32> Dl 113
FI12°3 61132 ‘El13%  F1 33 G2y ElLT32
BT 33 €Tz 3 i3z "Dli23 “BlIa 2 €132
Gli 32 E\U3Z FIY2i ERN3E Fl132761 123
5322 T8 iEl 805 - H 1128 B3 2 i H 1 82
(A)HIT 2 3(4)H 11 2 3(4)HIT1 2 3(A)H T 2 3AH) 11 2 3(4)HI1 2 3

Dans ce cas, la septiéme image en miroir, /, se trouve encore,
par rapport a I’objet A, dans la position primaire négative qui
se révele étre la forme de chacune des six colonnes. Du reste,
pour des raisons optico-géométriques, I’image H doit toujours
se trouver dans cette position par rapport a I’objet, quelle que
puisse étre la direction des axes positionnels de I’objet par rap-
port aux plans des miroirs.
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Dans le maniement de certains instruments mathématiques,
les symboles positionnels peuvent souvent étre utilisés avec avan-
tage. Par exemple, le télescope d’un théodolithe qui, s’il est placé
entre des supports, ne peut pas faire un tour complet verticale-
ment, permet quatre positions lors de son insertion dans les
paliers des supports. De méme, au cours de I’opération de nivel-
lement de I’instrument, il faut donner deux positions opposées
au niveau a bulle d’air, moyennant quoi on peut donner huit
combinaisons différentes aux trois composantes du théodolithe
dans leurs positions respectives, a savoir : a la partie inférieure,
au télescope lui-méme et au niveau a bulle ; la distinction de ces
combinaisons peut devenir intéressante lors du maniement de
I’instrument, notamment par rapport aux différentes corrections
ou aux erreurs de collimation. Si I’on donne aux trois compo-
santes certains axes positionnels, chaque combinaison pourra
étre aisément définie par deux positions. Appelons A I’alidade*
avec le support, T le télescope avec ses bras de pivot, N le niveau
a bulle ainsi que les pieds. En A nous posons 1 vers le haut selon
I’axe vertical, 3 et 3 sur les deux supports, 2 de telle fagon que
1, 2, 3 soient en position d’axe droit. En T, nous posons 2 sur
I’objectif, donc 2 sur I’oculaire, 3 et 3 aux deux pivots et 1 de
telle fagon que 1, 2, 3 soient 1a encore en position d’axe droit.
En N nous posons 1 a la partie supérieure du tube de verre, 3
et 3 aux deux pieds et 2 de telle fagon que 1, 2, 3 donnent & nou-
veau une position d’axe droit. Les huit combinaisons sont alors
les suivantes :

1) pos(A)T =123 5) pos(A)T=l%§
(A)N =123 (AN =123
2) pos(A)T =123 5) pos(A)T=123
(AN =123 (A)N =123
3) pos(A)T =123 7) pos(A)T =123
(AN =123 (AN =123
4 pos(A)T =123 8) pos(A)T =123
(AN =123 (A)N =123

* L’alidade est I'appareil qui sert & mesurer les angles. (N.d.T.)
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En inversant la premiére position (4)T dans chacun des huit
cas (ce qui laisse d’ailleurs leur forme inchangée dans la mesure
ou elle est toujours réciproque) et en I’additionnant a la seconde
position (4)N, il en résulte chaque fois la position du niveau
a bulle par rapport au télescope ; soit :

1) pos(DN =123 5 pos(DN =123
2) =123 6) =123
3) =123 7) =123
4) 123 8) =123

Le niveau a bulle recoit alors quatre positions différentes par
rapport au télescope, une dans les premier et huitiéme cas, une
seconde dans les deuxiéme et septiéme, une troisitme dans les
troisiéme et sixiéme, une quatriéme dans les quatriéme et cin-
quiéme cas. La premiére est la position naturelle ; les trois autres,
des inversions autour des troisiéme, deuxiéme et premier axes
positionnels.

Dans d’autres cas, il conviendrait d’y ajouter, en tant que
nouvel élément, ’espace infini avec des axes positionnels con-
venablement choisis, comme par exemple pour I’héliotrope, I’in-
claison magnétique, etc. Nous laissons le lecteur loisible de tout
approfondissement.

De I’hélicoide

L’hélicoide est une ligne & deux axes de courbure, qui peut
étre considérée comme le trajet d’un point se déplagant dans I’es-
pace simultanément de fagon cyclique et progressive.

Afin de donner a ce concept une généralité qui convienne
aux considérations topologiques, nous nous servirons des cons-
tatations suivantes : nous entendons par le terme de ligne cycli-
que ou boucle (dans notre perspective actuelle), la circonférence
de toute figure plane quelconque, a condition que son périme-
tre ne se croise nulle part lui-méme et ne posséde pas non plus
de points multiples. Un point quelconque a I’intérieur de la sur-
face ainsi encerclée sert de centre a la boucle et I’on peut,



